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Chapitre 1

Introduction

Le traitement num�erique d'images est un domaine vaste, qui admet de plus
en plus d'applications, que ce soit en imagerie m�edicale ou pour les particuliers.
Nous avons pu constater dans le cours� Introduction au traitement num�erique
d'images� qu'une grosse partie permettant l'analyse des images utilise la notion
de �ltre. Malheureusement, les m�ethodes simples qui permettent l'application de
�ltre �a tout types d'images sont parfois tr�es gourmandes en temps d'ex�ecution.

La transform�ee de Fourier est un outil math�ematique, qui permet de rempla-
cer des op�erations gourmandes par d'autres, plus rapides. Cette technique ne
pouvait être fortement employ�ee avant, car �a l'�epoque, il n'existait d' algorithme
permettant de calculer rapidement la transform�ee d'une image. Heureusement
pour nous, en 1960, on a d�ecouvert un algorithme rapide permettant le calcul de
la transform�ee de Fourier, ce qui va cr�eer une petite r�evolution dans le domaine.
Dans la litt�erature, on trouve souvent la d�enomination �t , comme fast fourier
transform.

On peut �egalement constater que la transform�ee ne sert pas uniquement
�a l'application de �ltres, mais permet par exemple, de traiter directement les
fr�equences des images (�a la mani�ere des signaux) ou encore de compresser des
images.

Ce cours ne traitera pas du vaste domaine d'application de la transform�ee de
Fourier, mais de l'utilisation de celle-ci pour l'application de �ltre. Ceci se fera
surtout d'un point de vue th�eorique et nous n'entrerons pas dans l'impl�ementation
e�ective de cette transform�ee. N�eanmoins, il existe pour la plupart des langages
des biblioth�eques de fonctions permettant de r�ealiser ces transformations (no-
tamment la biblioth�eque fftw disponible dans pour le langageC).
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Chapitre 2

Transform�ee de Fourier

De nombreux traitements utilisent la notion de �ltre. Ces �ltres peuvent
s'�ecrire sous la forme d'un produit de convolution entre une matrice (ou noyau
de convolution) et d'une image.

Malheureusement, en appliquant de gros masques de convolution, on peut
constater que le temps de calcul devient tr�es important. En e�et, pour une
image de taille n2 et un masque de taillem2. Le nombre de calcul a r�ealiser
pour appliquer le masque est den2 � m2. La taille du masque peut être au
maximum de n2 (si il est plus gros, certains coe�cients seront inutiles pour le
produit de convolution). Le temps de calcul devient alors tr�es important. Pour
cela, on peut appliquer les masques dans l'espace des fonctions de Fourier qui
rendront les calculs beaucoup plus rapides car il existe un algorithme de calcul
de la transform�ee tr�es rapide. Dans le cas o�u le masque est tr�es petit, il vaut
mieux �eviter de passer dans l'espace de Fourier.

2.1 D�e�nitions

2.1.1 Espace continu

Dans l'espace continuC2, on d�e�nit la transform�ee de Fourier d'une fonction
f 2 L 1(R2) par :

8(u; v) 2 C2; F (f ) (u; v) =
ZZ

R2
f (x; y) � exp(� 2i� (ux + uv)) dx dy

La transform�ee de Fourier inverse �etant d�e�nie pour toute application F de
l'espace de fonctionL 1(C2) par :

8(u; v) 2 C2; F � 1 (F ) (u; v) =
1

4� 2

ZZ

R2
F (x; y) � exp(+2i� (ux + uv)) dx dy

�A noter que F � 1 (F (f )) = f sur R2.
En traitement d'image, la transform�ee Fourier ne nous servira que dans

l'espace des fonctionsL 1(C2).
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2.2. Propri�et�es 4

2.1.2 Espace discret

Dans l'espace discretZ2, on peut d�e�nie la transform�ee de Fourier pour deux
types de suites. Soit une suite �a support born�ee, soit une suite p�eriodique de
p�eriode n.

Pour une suite �a support born�ee, nous r�eduirons les possibilit�es en choisissant
une suite appartenant �a l'espace des fonctions de [[� n=2; n=2]]2 dans R (bien
que C soit possible). Pour une suite p�eriodique, la d�e�nition n'est pas di��erente
car nous allons acc�eder seulement �a la fonction sur [[� n=2; n=2]]2.

On d�e�nit la transform�ee de Fourier discr�ete par :

8(a; b) 2 [[� n=2; n=2]]2; F (f ) (a; b) =
n= 2X

i = � n= 2

n= 2X

j = � n= 2

u(i; j )�exp
�

� 2i�
�

ai
n

+
bj
n

��

Et la transform�ee inverse �etant d�e�nie par :

8(a; b) 2 [[� n=2; n=2]]2; F � 1 (f ) (a; b) =
1
n2

n= 2X

i = � n= 2

n= 2X

j = � n= 2

u(i; j )�exp
�

+2 i�
�

ai
n

+
bj
n

��

�A noter que F � 1 (F (f )) = f sur [[� n=2; n=2]]2.
Le fait que la fonction soit centr�ee autour du point (0 ; 0) n'est pas obligatoire,

mais cela permet une application des �ltres dans l'espace de Fourier de mani�ere
plus simple.

2.1.3 Transform�ee de Fourier d'une image

Dans la d�e�nition pr�ec�edente, les fonctions sont �a valeurs dans un espace de
dimension 1. Mais les images sont en g�en�eral �a valeurs dans un espace vectoriel
de dimension sup�erieur. Par exemple 3 pour des images en couleursRGB. Ainsi,
dans le cas o�u la dimension est sup�erieur �a 1 (par exemplen). Pour �etendre la
formule de la transform�ee de Fourier, on d�e�nit une base (ek )k2 [[1;n ]] de l'espace
vectoriel. Puis on d�etermine la projection de f dans chaque dimension. On
d�e�nit ainsi une sous-image f k �a valeur dans R d�e�nie par :

8k 2 [[1; n]]; f k = < f; e k >

On reconstruit ensuite la transform�ee de f par la formule :

F (f ) =
nX

k=1

F (f k ) � ek

Avec des mots, cela revient �a d�eterminer la transform�ee de Fourier pour
chaque canal de couleurs, �a calculer leurs transform�ees de Fourier, puis �a re-
grouper ensuite les donn�ees.

2.2 Propri�et�es

Nous allons uniquement �enoncer et d�emontrer certaines propri�et�es par rap-
port au produit de convolution.
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2.2.1 Espace continu

Th�eor�eme 1 Soit f 2 L 1(R2) et g 2 L 1(R2) born�ee, alors :

F (f � g) = F (f ) � F (g)

La multiplication est la multiplication usuelle dans l'espace des fonctions
L 1(C2). La condition que g soit born�ee n'est pas forcement n�ecessaire, en pra-
tique cela su�t et cela facilite la preuve. Celle-ci est disponible en annexe page
17.

2.2.2 Espace discret

Le th�eor�eme sur un espace discret admet quelques restrictions sur la nature
des suites.

Th�eor�eme 2 { Soit h une suite de[[� n=2; n=2]] �a valeurs dans R.
{ Soit f une suite deZ2 de p�eriode n
Alors :

8(a; b) 2 [[� n=2; n=2]]; F (h � f ) (a; b) = F (h) (a; b) � F (f ) (a; b)

Remarquons quelque chose d'important, dans l'expressionF (h) � F (f ), la
p�eriodicit�e de f n'est pas importante. Elle l'est dans le produit de convolution
car le produit avec une fonction born�ee n'est pas bien d�e�ni comme on a pu le
voir. Il y a plusieurs mani�eres de remplir les zones manquantes. Nous verrons
dans la partie application comment passer outre le probl�eme.

La preuve est accessible en annexe 18

2.2.3 Applications successives de �ltres

Supposons que l'on dispose de deux �ltresh1 et h2 de taille m, d'une suite
f de p�eriode n et que l'on souhaite calculer de mani�ere rapide :

h2 � (h1 � f )

A priori , h1 et h2 sont �nis. On dispose de deux possibilit�es.

On peut calculer directementh2 � h1. On tronque ou on ajoute des 0 au produit
pour que sa taille soit n. On se ram�ene ainsi directement au cas pr�ec�edent.

On tronque ou on ajoute des 0 �ah1 et �a h2 pour que leur taille soit n. Comme
(h1 � f ) est p�eriodique de p�eriode n, on peut �ecrire ceci :

F (h2 � (h1 � f )) = F (h2) � F (h1 � f )) = F (h2) � F (h1) � F (f )

Il su�t donc de multiplier les transform�ees des �ltres (que l'on a compl�et�e
ou tronqu�e).
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2.3 Module et phase

Les images que l'on obtient en appliquant une transform�ee de Fourier donne
une image complexe. On pourrait alors se demander comment les repr�esenter.
En g�en�eral, on calcule le module Fm et la phaseFp de l'image, et l'on repr�esente
son module.

Ces deux images r�eels peuvent être d�e�nies ainsi :

Re(F (f ) (x; y)) = Fm (x; y) cos(Fp(x; y))

Im (F (f ) (x; y)) = Fm (x; y) sin(Fp(x; y))

O�u Re et Im d�esigne les parties r�eelles et imaginaires. On constate alors que
Fp n'est pas unique.

En g�en�eral, pour repr�esenter la transform�ee, on repr�esente uniquement le
module. Voir la �gure 2.1.

�A noter que l'image est carr�e, on a compl�et�e l'image du papillon par du noir
pour la rendre carr�ee. En e�et, la biblioth�eque que j'ai utilis�e pour calculer la
transform�ee de Fourier semble avoir certains probl�emes lorsque les images sont
rectangulaires. De plus, on travaille plus fr�equemment avec des images carr�ees
(que ce soit du point de vue th�eorique que pratique).

Fig. 2.1 { Module du canal bleu du papillon

Mais en fait, la phase de l'image complexe dispose de beaucoup d'informa-
tions. Voici deux images dont ont a permut�e les modules (�gure 2.2).

2.4 Ph�enom�ene de repliement de spectre

Lorsque l'on r�ealise l'acquisition d'une image (une image r�eelle), on e�ectue
un �echantillonnage (ce qui correspond �a une discr�etisation de l'image r�eelle). En
e�et, l'image r�eelle �etant d�e�nie de mani�ere continue, on ne garde que les val eurs
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Fig. 2.2 { Inversion des modules de deux images

espac�ees d'une certaine distanceDe (on consid�ere que le pas d'�echantillonnage
est identique �a la verticale et �a l'horizontale pour simpli�er les explicatio ns).

Par exemple, lorsque l'on �echantillonne l'imagef : (R; R)� > f (x; y), on ne
consid�ere que les pointsf (n � De; m � De) o�u ( n; m) 2 Z2. En unit�e normalis�e,
on �ecrit plus simplement f (n; m). La fr�equence d'�echantillonnage est d�e�nie par
f e = 1

D e
.

�A noter que ceci est un mod�ele th�eorique, pour des acquisitions r�eelles, il
n'est pas forcement possible de prendre une valeur ponctuelle, on r�ealise plutôt
une moyenne sur un petit intervalle.

Intuitivement, on remarque que si le pas d'�echantillonnage est trop important
(c'est �a dire si la fr�equence d'�echantillonnage est trop petite), alors l'i mage sera
de mauvaise qualit�e (elle ne correspondra pas vraiment �a l'image r�eelle). Il est
possible th�eoriquement de quanti�er la valeur que doit prendre la fr�equence, le
th�eor�eme de Nyquist-Shannon nous apprend que l'on doit choisir une fr�equence
d'�echantillonnage au moins deux fois sup�erieur �a la fr�equence maximale de
l'image. Dans le cas contraire, on obtient le ph�enom�ene de repliement de spectre
(o�u aliasing).

Consid�erons la �gure 2.3. Les hautes fr�equences dans cette image sont tr�es
pr�esentes, �a tel point que l'on voit apparâ�tre des motifs particuliers a u centre
(la d�enomination est : E�et de Moir�e). On peut donc supposer que la fr�equence
d'�echantillonnage est l�eg�erement trop faible. �A cause de la p�eriodisation de
l'image et du fait que la fr�equence maximale est sup�erieur �a la fr�equence de cou-
pure, on voit apparâ�tre sur les bords de la �gure 2.4 (qui correspond au module
de la transform�ee) un repliement de spectre (les hautes fr�equences ont tendance
�a revenir vers le centre �a cause de la p�eriodisation). Les hautes fr�equences r�eelles
viennent �a se superposer avec des fr�equences plus basses, ce qui rend impossible
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de di��erencier une basse d'une haute fr�equence.

Maintenant, consid�erons cette même image (en �gure 2.5) mais avec une
fr�equence d'�echantillonnage r�eduite par 4. On peut constater que dans l'image
r�eelle, les motifs circulaires ont totalement disparu. On peut �egalement voir que
le module de la transform�ee (�gure 2.6) laisse apparâ�tre un repliement encore
plus important.

E�et dans l'espace r�eel : Dans l'espace r�eel, le repliement de spectre se
caract�erise principalement par :

{ l'apparition de nouvelle forme ;
{ la disparition de motif particulier (dans notre exemple, on voit que les

motifs circulaires ont disparu dans l'image sous �echantillonn�ee).

Fig. 2.3 { Image l�eg�erement sous �echantillonn�ee
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Fig. 2.4 { Module de la transform�ee de l'image, on voit apparâ�tre un repliement
du spectre sur les bords

Fig. 2.5 { Image fortement sous �echantillonn�ee, les motifs circulaires ont disparu
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Fig. 2.6 { Module de la transform�ee de l'image fortement sous �echantillonn�ee



Chapitre 3

Application

3.1 Produit de convolution

Nous allons voir des exemples d'applications concernant le produit de convo-
lution. Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, lorsque l'on passe dans le do-
maine de Fourier, le produit de convolution devient un produit simple. Mais des
probl�emes surviennent dues au fait que l'image est consid�er�ee comme p�eriodique.
Nous allons voir plusieurs strat�egies pour r�egler nos soucis.

Pour l'instant, on suppose que l'on dispose d'une imagef d�e�nie sur [[ � 1; 1]]2.
On souhaite lui appliquer une matrice de convolutionh. Sa taille peut-être plus
petite, plus grande ou �egale �a celle def .

Nous rappelons que le produit de convolution entreh et f n'est pas bien
d�e�ni sur le bord. En e�et, si :

h =

0

@
1 2 1
2 1 2
1 2 1

1

A

Et

f =

0

@
2 � 1 0
4 � 2 � 1
1 2 3

1

A

On remarque qu'il manque des informations pour calculer la convolution
en f (� 1; � 1) (on a consider�e que lka fonction f �etait centr�ee en (0 ; 0)). La
convolution donnant en (� 1; � 1) : 1 � 2 + 2 � (� 1) + 2 � 4 + 1 � (� 2) + ::: (il
manque des valeurs autour def pour la calculer correctement).

Il y a alors plusieurs strat�egies qui s'o�rent �a nous, soit on agrandit l' image
f , soit on ne l'agrandit pas.

11
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3.1.1 Agrandissement

Zero-padding : Si on l'agrandit, on peut compl�eter f par des valeurs nulles
(zero-padding). Dans notre exemple, on auraf qui vaudra :

f =

0

B
B
B
B
@

0 0 0 0 0
0 2 � 1 0 0
0 4 � 2 � 1 0
0 1 2 3 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

Dans ce cas, la convolution en (� 1; � 1) : 1 � 2 + 2 � (� 1) + 2 � 4 + 1 � (� 2) +
0 � (1 + 2 + 1 + 2 + 1). Ce qui peut fausser la convolution (par exemple, rendre
plus sombre l'image si on applique un 
ou).

Extrapolation : On peut �egalement extrapoler les valeurs de l'images :

f =

0

B
B
B
B
@

2 2 � 1 0 0
2 2 � 1 0 0
4 4 � 2 � 1 � 1
1 1 2 3 3
1 1 2 3 3

1

C
C
C
C
A

Dans ce cas, la convolution est : 1� 2 + 2 � (� 1) + 2 � 4 + 1 � (� 2) + 1 � (� 1) +
2 � 2 + 1 � 2 + 2 � 2 + 1 � 4.

A�n d'extrapoler les valeurs, j'ai utilis�e une m�ethode assez simple, il est
�evidemment possible d'utiliser d'autres techniques que je ne d�etaillerai pas.

Une fois l'image agrandie de cette mani�ere, on peut donc calculer sa trans-
form�ee de Fourier.

Mais pour utiliser le th�eor�eme pr�ec�edent, a priori , il faudrait compl�eter le
�ltre h par des 0 (pour que sa taille soit la même que celle def ). Dans ces deux
cas, on aura :h deviendra :

h =

0

B
B
B
B
@

0 0 0 0 0
0 1 2 1 0
0 1 1 1 0
0 1 2 1 0
0 0 0 0 0

1

C
C
C
C
A

3.1.2 Non agrandissement

Si on d�ecide de ne pas agrandir l'image, elle sera consid�er�ee comme p�eriodique
(�a cause de la transformation de Fourier qui p�eriodise l'image). Ainsi, l'image
deviendra automatiquement (on a born�e l'image pour l'exemple) :

f =

0

B
B
B
B
@

3 1 2 3 1
0 2 � 1 0 2

� 1 4 � 2 � 1 4
3 1 2 3 1
0 2 � 1 0 2

1

C
C
C
C
A
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Mais il est important que de bien voir que l'on aura pas �a modi�er f ,
l'image sera automatiquement consid�er�ee comme p�eriodique (f restera donc
dans [[� 1; 1]]2).

Ici, il n'y a pas �a augmenter la taille du �ltre h �etant donn�e que le �ltre est
de même taille que l'image.

On peut ainsi appliquer le th�eor�eme, calculer les transform�ees de Fourier et
calculer le produit. Une fois r�ealis�e, il faut appliquer la transform�ee de Four ier
inverse et tronquer l'image f dans [[� 1; 1]]2.

3.1.3 Quand utiliser la transform�ee de Fourier ?

Nous avons vu que l'on devait compl�eter le �ltre par des 0 dans le cas o�u
l'image �etait plus grosse que le �ltre. Pour un �ltre assez petit, il vaut s ouvent
mieux appliquer directement le produit de convolution plutôt que de passer dans
l'espace de Fourier.

Les algorithmes rapides permettant de calculer le transform�ee d'une image
sont en t log t o�u t d�esigne la taille de l'image. Avec t = n2, on trouve que la
complexit�e est en n2 logn. Or, si le �ltre est de taille m2, le calcul du produit
de convolution s'e�ectuera enn2 � m2. On en d�eduit donc que si m2 est inf�erieur
(en ordre de grandeur) �a logn, le passage dans le domaine de Fourier ne sera
plus b�en�e�que.

3.2 Application pour le 
ou gaussien

La transform�ee de Fourier peut être tr�es utile pour appliquer des �ltres
gaussiens dont la matrice de convolution est assez importante. En e�et, peu
importe la taille de la matrice de convolution, le temps sera toujours identique.

On rappelle que la fonction gaussienne est d�e�nie comme suit :

g� (x; y) =
1

2�� 2 exp
�

�
x2 + y2

2� 2

�

On pourrait calculer le masque, le passage dans le domaine de Fourier et le
produit. Mais cette fonction admet une propri�et�e importante, on peut facilement
calculer sa transform�ee de Fourier continue. Commeg� est int�egrable sur R2 :

F (g� ) (u; v) =
1

2�� 2

ZZ

R2
exp

�
i�
� 2 (x2 + y2)(ux + uv)

�
dx dy

= exp
�

� � 2(u2 + v2)
2

�

On peut donc appliquer une matrice de convolution sans de pr�eoccuper de la
taille du noyau car la fonction est bien d�e�nie partout dans l'espace de Fourier.
Cependant, il faut �eventuellement compl�eter f comme on l'a vu pr�ec�edemment.
On obtient directement le produit de convolution avec la formule suivante :

(g� � f )(x; y) = F � 1 (F (f ) � F (g� ))
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Exemple d'application Voir la �gure 3.1. Ici, nous avons tout d'abord rendu
l'image carr�ee en la compl�etant par du noir (en bas) ce qui explique le noir qui
apparâ�t en bas. Celui qui apparâ�t en haut s'explique par le fait que l'image
est consid�er�ee comme p�eriodique (celui-ci provient donc du bas).

Fig. 3.1 { Flou gaussien obtenu en passant dans le domaine de Fourier

Une image o�u l'on constate mieux ce ph�enom�ene est l'image 3.2. Le rouge
s'est di�us�e �a droite �a cause de la p�eriodicit�e et le rouge ne s'est pas di�us �e en
bas car on a compl�et�e pour avoir l'image carr�ee.

Fig. 3.2 { Flou gaussien obtenu en passant dans le domaine de Fourier

3.3 Filtre sur les fr�equences

Une premi�ere application directe de la transform�ee de Fourier est de pouvoir
permettre de retirer des fr�equences de l'image de mani�ere tr�es simple et rapide.
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3.3.1 Passe-bas, passe-haut

Passe-bas

Le d�e�nition de base d'un �ltre passe-bas est de ne laisser que les basses
fr�equences d'une image (par exemple en dessous d'une fr�equence de coupure
f c).

Soit f 2 I une image etF (f ) sa transform�ee.
On d�e�nit la fonction H 2 F (I ; I ) par :

H (f )(u; v) = 0 si ku; vk > f c

= F (f ) (u; v)sinon

La fonction passe-basG 2 F (I ; I ) peut être d�e�nit par :

G(f ) = F � 1 (H (f ))

Son e�et sera similaire �a un lissage d'image.

Passe-Haut

De la même mani�ere, un �ltre passe-haut ne doit laisser passer que les hautes
fr�equences. On peut le d�e�nir comme suit :

On d�e�nit la fonction H 2 F (I ; I ) par :

H (f )(u; v) = 0 si ku; vk < f c

= F (f ) (u; v)sinon

Puis la fonction passe-haut est d�e�nie par :

G(f ) = F � 1 (H (f ))

Son e�et sera similaire �a une d�etection de bords.

3.3.2 Filtre de Butterworth

Filtre passe haut

Le �ltre passe-haut de type Butterworth peut être d�e�ni comme suit :
On choisit un entier n, on d�e�nit la fonction H �a valeur dans C :

Hn (u; v) = 0 pour u = v = 0

=
1

1 +
�

f c
ku;v k

� 2n sinon

La fonction �ltre passe-haut de Butterworth sera d�e�nie par :

G(f ) = F � 1 (F (f ) � Hn )

Exemple d'application : Vous pouvez voir la �gure 3.3
On peut remarquer que le �ltre passe-haut ressemble �a une d�etection de

bords.
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Fig. 3.3 { Butterworth passe haut

Filtre passe bas

De la même mani�ere que pr�ec�edemment, on peut cr�eer un �ltre passe-bas de
type Butterworth en d�e�nissant une fonction Hn par :

Hn (u; v) =
1

1 +
�

ku;v k
f c

� 2n

Ensuite, la fonction �ltre passe-bas de type Butterworth sera d�e�nie par :

G(f ) = F � 1 (F (f ) � Hn )

Exemple d'application : Vous pouvez voir la �gure 3.4

Fig. 3.4 { Butterworth passe bas

On peut remarquer que cette fonction ressemble �a une fonction de lissage.



Chapitre 4

Annexe

4.1 Preuves

Preuve dans l'espace continu

On utilise le fait que g soit born�ee et que f soit int�egrable pour montrer que
le produit de convolution existe. En e�et, on a :

8(u; v) 2 R2; jf (x; y)g(x � u; y � v)j � k gk1 jf (t)j

Le produit de convolution existe donc. En utilisant le th�eor�eme de continuit �e
sous le signe, on montre que le produit de convolution est continu.

Ensuite, on peut montrer que le produit de convolution est int�egrable sur
R2.

Soit (A; B ) 2 R+ 2,

Z A

� A

Z B

� B
jf � gj dx dy �

Z A

� A

Z B

� B

� ZZ

R2
jf (u; v)g(x � u; y � v)j du dv

�
dx dy

=
ZZ

R2

Z A

� A

Z B

� B
jg(x � u; y � v)j dx dyf (u; v) du dv

�
ZZ

R2

ZZ

R2
jg(x; y) dx dyj j f (u; v)j du dv

=
ZZ

R2
jf j �

ZZ

R2
jgj

Donc f � g est int�egrable sur R2.
On peut d�emontrer le gros de la preuve comme suit :

17
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F (f � g) (x; y) =
ZZ

R2
(f � g)(u; v) exp(� 2i� (ux + vy)) du dv

=
ZZ

R2

� ZZ

R2
f (a; b)g(u � a; v � b) da db

�
exp(� 2i� (ux + vy)) du dv

=
ZZ

R2

� ZZ

R2
g(u � a; v � b) exp(� 2i� (ux + vy)) du dv

�
f (a; b) da db

=
ZZ

R2

� ZZ

R2
g(u; v) exp(� 2i� ((u + a)x + ( v + b)y)) du dv

�
f (a; b) da db

=
� ZZ

R2
g(u; v) exp � 2i� (uv + vy) du dv

� � ZZ

R2
f (a; b) exp(� 2i� (ax + by)) da db

�

= F (f ) (x; y) � F (g) (x; y)

Preuve dans l'espace discret

Soit (a; b) 2 [[� n=2; n=2]].

F (h � f ) (a; b)

=
n= 2X

i = � n= 2

n= 2X

j = � n= 2

(h � f )( i; j ) � exp(� 2i� (
ai
n

+
bj
n

))

=
n= 2X

i = � n= 2

n= 2X

j = � n= 2

0

@
n= 2X

i 0= � n= 2

n= 2X

j 0= � n= 2

h(i 0; j 0)f (i � i 0; j � j 0)

1

A exp(� 2i� (
ai
n

+
bj
n

))

=
n= 2X

i 0= � n= 2

n= 2X

j 0= � n= 2

h(i 0; j 0)

0

@
n= 2X

i = � n= 2

n= 2X

j = � n= 2

f (i � i 0; j � j 0) exp(� 2i� (
ai
n

+
bj
n

))

1

A

=
n= 2X

i 0= � n= 2

n= 2X

j 0= � n= 2

h(i 0; j 0)

0

@
n= 2+ i 0
X

v1 = � n= 2+ i 0

n= 2+ j 0
X

v2 = � n= 2+ j 0

f (v1; v2) exp(� 2i� (
a(v1 + i 0)

n
+

b(v2 + j 0)
n

))

1

A

=
n= 2X

i 0= � n= 2

n= 2X

j 0= � n= 2

�
h(i 0; j 0) exp(� 2i� (

ai0

n
+

bj 0

n
))

�

�
n= 2+ i 0
X

v1 = � n= 2+ i 0

n= 2+ j 0
X

v2 = � n= 2+ j 0

�
f (v1; v2) exp(� 2i� (

av1

n
+

bv2

n
))

�

Grâce �a la p�eriodicit�e de f , on peut r�eorganiser la deuxi�eme somme de sorte
que l'on ait :

F (h � f ) (a; b) =
n= 2X

i 0= � n= 2

n= 2X

j 0= � n= 2

�
h(i 0; j 0) exp(� 2i� (

ai0

n
+

bj 0

n
))

�

�
n= 2X

v1 = � n= 2

n= 2X

v2 = � n= 2

�
f (v1; v2) exp(� 2i� (

av1

n
+

bv2

n
))

�

= F (h) (a; b) � F (f ) (a; b)
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